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1 Motywacja - r6wnania zdegenerowane

1.1 Linowe réwnania czastkowe

Rozwazmy zagadnienie

—div (p(z)Vu(x)) = f in )
u=yq in Of).
Zalozmy ze

gey
Y jest pewna funkcja zadana na brzegu zbioru
Q.
Zalozmy ze istnieje ograniczony operator
przediuzania:

Ext:Y — W, ().

Wowezas istnieje ¥, € W)*(Q) taka ze
Wylon = g.

Podstawmy: v := u — V,, oznaczmy
W3 (Q) - uzupeienie C2°(Q) w W2(€).
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Problem jest rownowazny:

Pv=f—-PV, in () (2)
v=>0 on Of),

gdzie Pw = —div (pVw).

e rozwazmy przestrzen Hilberta

H =W,5 (%),
e i niech f € H*.

Prosta obserwacja pokazuje: PV, € H*
oraz (2) jest réwnowazne

Pv=F in
v c H, (3)

odzie F = f — PV, € H*



Przy odpowiednich zatozeniach na do-
puszczalng wage p mozna wykazaé ist-
niente na przyktad metodami twierdzenia
Laksa Milgrama. Istnieje zatem rozwigzanie
rownania (1) a warunek brzegowy interpre-
tujemy jako u — U, € W/)IOQ(Q)



1.2 Nieliniowe rownania eliptyczne zdegenerowane

Rozwazmy bardziej ogélne rownanie

e réwnanie (4) mozna potraktowaé jako
rownanie punktu krytycznego funkcjonatu
energii o postaci ogolne;

E(u) = Jog A(Vu)p(x)dx
u = g na o)
odzie B = VA.

e Gdy g € Y. potrzebujemy operatora
przediuzania:

Ext:Y — W/}’A(Q).

gdzie WPLA(Q) jest odpowiednio dobrang
przestrzenia Orlicza-Sobolewa 1 dowodzimy
istnienia rozwigzan w przestrzeni Wpl’A(Q)
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Pytanie gléwne: Jak dobra¢ przestrzen
Y?



2 Przestrzenie Besowa-Slobodeckiego.
Klasyczna definicja i jej rola

Przestrzenie wprowadzone zostaly przez
Aronszagna (1955), Slobodetskiego (1958) i
Gagliardo (1957).

Definicja 1 Niech k > 0,k ¢ N, A =k — [k], Q C
R" bedzie otwartym zbiorem. Funkcja u : {0 — R
nalezy do przestrzeni Slobodetskiego W"P(Q) jesli u €
WELP(Q) oraz

| DYu(x) — D%u(y)|?

Nakp = Jo Jo iz — y|red dz dy < oo,

dla |a| = [E].
Jest to przestrzen Banacha z normg

HUHWW(Q) = |lullyyms TR Noljk‘p( u).

a|af=[k]



Przykiad 1 Gdy Q C R" k=1 — ]1) mamy
k] =0, u € WHP(Q) when u € LP(Q) oraz

/Q /Q ’u(aj) B u(y)‘pdgj dy

=yl

_ ule) —uly)l) 1
~ kb (ML) e <o

Powyzsza przestrzen odgrywa role w
twierdzeniu o Sladzie.

Gdy 2 € R" jest obszarem o brzegu Lips-
chitzowskim:

u € Wl_ll?’p((?Q) ody u € LP(0N)) oraz

u(z) —u(y)]\" 1
Joq Jogr ( iz — o] ) 2z — y‘n_ga(d@ff(dy) < 0

odzie o jest n — 1-wymiarowa miara Hausdorffa

na 0f).



Twierdzenie 1 Jesli () C R" jest ogranic-
zonym obszarem o brzequ Lipschitzowskim,
p>1,r=1 —]19 wowczas mamy

i) (twierdzenie o zanurzaniu)

WhP(Q) < WrP(09),  (5)
[ulaallwreoe) < Cllullyreg);

ii) (twierdzenie o przediuzaniu)
Dowolna funkcja uw € W"P(0)) moze byc
przedtuzona do u € WP (Q) w taki sposdb
ze

ﬁ‘ag = Uu.



e pojecie (5) oznacza ze gdy u, € C*(Q2) N
WhP(Q) oraz u, — u w WP(Q) wowezas
{u,} jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni
WnrP(0R2), zatem

up — v w WH(0Q)
dla pewnego v. Definiujemy
Tr(u) = v (“=ulhy).
Granica nie zalezy od wyboru ciagu {u,, }.

e warunek ii) oznacza w € W' (Q) and
Tr(u) = u.
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Uwaga 1 (podejscie nieprawidlowe)
Niech Q = [0,1]" ' % (0,1) = Q' x(0,1), k = 1
iy e WP (Q"). Nie mozemy przedhuzyé u
wzorem

u(z,t) =u(x), xe€@,te(0,1)
odyz zwykle |V, u| € LP(Q), czyliu & WP(Q).
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3 Wariant w przestrzeniach Orlicza - przed-
stawienie problemu i znane wyniki

3.1 Przestrzen Orlicza

Funkcje ¥ : [0,00) — [0,00) nazywamy
funkcjg Orlicza gdy jest niemalejaca, wypukia
oraz W(0) = 01 lim;_ V(t) = 0o0. Przestrzen

LEI(Q) =

{f € Lioe(Q) : [y U(s|f(2)]) plz)dz < o0
dla pewnego s > 0}

nazywamy  przestrzeniqg Orlicza.  Jest to
przestrzen Banacha z norma Luxemburga;

Il Ly () =
inf{\ > 0: |, U (
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o gdy W(\) = N ip > 1 wéwezas L) (Q) =
L(€2),

e piszemy: W € Ay jesli spelniony jest
warunek Ag: U(2X) < CW¥()), dla dowol-
nego A > 0, ze stata C' niezalezna od .

e stosujemy notacje: W &€ Af jesli transfor-
mata Legendre’a funkeji W, tzn. W*(s) =
sups~{st — W(t)}, spemia warunek As.
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3.2 Przestrzen Orlicza-Sobolewa

Zakladamy ze:
e () C R" to otwarty ograniczony podzbior,
o U :|0,00) — [0,00) jest funkcja Orlicza.

Definicja 2 Niech k € N. Przestrzenig Or-
licza Wfq’(Q) zbedziemy nazywadé zbior lin-
0wy

{u€ Li,.(Q):
D% € LEJ(Q) dla dowolnego « : |a| < k},

WYPOSAZONY W NOTME:

Julypogy = =, 10" ulsgior
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3.3 Przestrzenie Orlicza-Slobodetskiego

Zakladamy ze:

o U d : |0,00) — [0,00) to dwie zadane
funkcje Orlicza,

o w(|x — y|) jest zadana waga.

15



Definicja 3 Symbolem Y. '*(Q) bedziemy
oznaczan przestrzen lintowg rozpietq przez
funkcie uw € LY(Q), dla ktérych funkcja mod-
ularna

IP(u, Q) =
u(z) — u(y)]) wilz —yl)
o dxdy (6
hoto ( o=yl eyt v (©)
jest skonczona.
Wyposazamy Y.)'*(Q) w norme

lullywe g, = llull o) + T3 (u, Q).
gdzie
I, Q) =inf (A >0 12 (

U

L9 <1} ()

jest potnormg Luzemburga generowang przez
I%(u, Q).
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U .
o Wzorem Y} (€2) oznaczymy uzupemienie
zbioru

{u € Lip(Q) N Y ()} (8)

W normie HuHYw\p,@(Q).

e Mozna takze zdefiniowa¢ Y. V'*(9Q) gdzie
(0 C R" jest zbiorem Lipschitzowskim.
Woéwezas zamiast “dx” rozwazamy miare
o(dx)- n — l-wymiarowa miare Hausdorffa
zadana na 0

I*(u,00) =
/aQ /(99(1) (|’LL<£C) B U(y>|) W(‘CE o yl) a(dx)a(dy)

lz — vy v — y[ 2
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Przykiad 2

Niech €2 C R" bedzie obszarem z brzegiem Lip-
schitzowskim, w = 1, U(A) = O(A) = |A]P,
1 <p<oo. Wowcezas

lullyvo aQ) ~

p

u(y)|”
||u||Lp(8Q /@Q /39 ‘Z‘ d[l?dy

|p+n 2

Jest to norma u w przestrzeni Slobodetskiego

W (09)
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Przyklad 3 Niech {2 C R" bedzie obszarem z
brzegiem klasy C"! i w bedzie waga zadana na
0€) x 0€) powiazana z 2n — 2 wymiarowa miara
Hausdorffa. Przestrzen W'/22(9Q) sklada si¢ z
funkeji mierzalnych zadanych na 02 dla ktérych
norma

/aQ /aQ (|u(az) :u(y)|) | i) do(z)do(y)

z —y|?
+ oo [u(z)|do ()

jest skonczona.

Notacja: gdy w = 1 pomijamy w W oz
naczeniach.
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3.4 Obciecie i rozszerzenie. Wyniki w ujeciu
Orliczowskim

A. Fougeres (1972), M-T. Lacroix (1974), G.
Palmieri (1979):

Twierdzenie 2 Gdy © jest N-funkcjg oraz
obie funkcje ® 1 O* spetniajg warunek Ao,
wWowczas:

i) (obciecie)

Wh(Q) € viP(o0)
1 zanurzenie jest ciggte;

ii) (przedluzenie) Powyziszy operator
obciecia jest surjekciq.

Powstaje pytanie: Co mozna powiedzie¢ jesli
ostabimy zalozenia:

C@GAQ,(D*EAQ.
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Wymniki powiazane z powyzszym pytaniem:

e A. Cianchi (2010): rozwazane sa zanurzenia
postaci
WEAQ) C LP(09)
odzie k € N, zawierajace funkcje Orlicza
A, B 1 znaleziona jest charakteryzacja do-
puszczalnych par A, B:

e A. Nekvinda, L. Pick (1992): znaleziona
jest charakteryzacja przestrzeni sladow
w przestrzeniach Sobolewa 2z wagami
H'?(Q,dS;) na zbiorze (rozmaitodci) M,
p(x) = dist(x, 0Q)*;

e M. Mitrei, M. Taylor (2006): rozwazany
jest problem Poissona: Au — Vu = F', z
przestrzenia sladow w przestrzeni Besowa,

p(x) = dist(x, 00)“.
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4 Twierdzenie o Sladzie
4.1 Dopuszczalne przestrzenie

Zalozenie A (pary Kity, pomijamy
szczegoty) Kita w latach 90tych ubieglego
stulecia wprowadzil pewne warunki wiazace
funkcje Orlicza W, ® na uzytek nieréwnosci typu
Steina:

/0 s)ds and (¢ /0 s)ds, t> 0.

gdzie a,b spelniaja pewne warunki zgodnosci.
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Uwaga 2

e Zachodzi inkluzja ®(t) < CU(Cit), za
stalymi niezaleznymi od t, w szczegolnosci
O <.

e Nastepujece warunki sa rownowazne :
a) U e AS
b) @ i ¥ sa rownowaznymi funkcjami
Orlicza,
c) ® € AS.

Przyktad 4 Pary: ®(\) = A\(24+X)%, V(A )
A2 + MY oraz d(N) = N, U(N) =
spetniajq Zatozenie A.
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4.2 Twierdzenie o $ladzie (ujecie bez wag)

Twierdzenie 3 (M. Krbec, A.K.)

Niech (U, ®) bedzie parg Kity oraz ) bedzie
ograniczonym obszarem z brzegiem Lipschit-
zowskim. Wowczas dobrze zdefintowany jest
operator Sladu Tr . WY (Q) — Y. *(6Q)
oraz 1stnieje stata D taka zZe dla dowolnej
funkcji u € W}J\P(Q) mamy

| Trullyvepo) < Dljullyre ). (9)

Pytanie otwarte: Czy powyzszy operator
sladu jest surjekcja?
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5 Operator przedluzania

Redukcja do problemu na kostce

Niech
e Q) =[-1/2,1/2]""' C R"! bedzie kostka
e uc CPQ)

Problem: Znalez¢ przedtuzenie u do w : @) =
Q x [0,1] — R w taki sposéb ze

HILNLHWL‘I’(Q) < CH“H}/\I/,(I)(Q/)
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5.1 Przedluzenie cieplne (wyniki  wspdlne z
Miroslavem Krbecem)

Przedstawiamy konstrukcje dla przypadku
Q=Q=[-1/2,1/2""" % (0,1) = Q x (0,1),
przy zatozeniu u € C§°(Q’). Niech
N 1 5
E(s,t) = 2n_l<7Tt>(n_1)/2e:><p(—s [4t),
s >0,t >0,
E(z,t) == E(|z|,t), x € R"' t >0,
bedzie jadrem przewodnictwa cieplnego.
Zachodza wlasnosci:

1.

fon-1 E(x,t) de =1 dla kazdego ¢ > 0,

i s 9(2) Bl 1) d = 9(0)
dla kazdego ¢ € Cy(R"™1),

Eix,t) = A E(x,t).

26



Definiujemy

a(z,t) = (e"Cu)(x) =
1 u(y)E(r —y,t)dy = (E(-,t) xu)(x) t >0,
u(x) t=0.

Lemat 1 Dla dowolnego u € C§°(Q") mamy
Tru = u.
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5.2 Oszacowania na funkcje u

Z.alozenie B:

1. R(\) = AP()\), gdzie P(ab) < 1+ P(a) +
P(b),

2. P jest niemalejaca,

3. Funkcja P(AA) jest nierosnaca dla duzych ar-

gumentow.

Przyklad 5
R(A) = Alog(2+ X)), a>0

spetnia zatozenie B.
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Twierdzenie 4 Dlia dowolnej liczby X > 0
i dowolnej funkcji wypuktej R : [0,00) —
0, 00), mamy

i)

R [ i < f 2]
ii)

Jor oy R (V1)) dedt <

Ciluly) —u@)l) 1
R e i

+ [y R(Colula))) da.

ii) Jesli R spetnia Zalozenie B, wowczas
o o R (100, 1)) dudt

uly) —u(@)) 1
<1t Ly B =y )u—mwd”““dy

+y R (Ju(2)]) da
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Glowne narzedzie: Oszacowania punk-
towe.

Lemat 2 (oszacowania punktowe)
Niech n > 2,

P(|z|,t) = F(z, t>’4ls , when z € R* 1,

Wowczas dla dowolnej funkcji uw o zwartym
nosniku w Q/, Lipschitzowskiej 1 takiej ze
dist(supp u, 0Q") > ¢ mamy

9 ol < p P -l >(|u<x>—u<y>|) "

8xk

+ Julz)].

Podobne oszacowania zachodzq dla ;.
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Wyniki powiazane (dla réwnania
przewodnictwa)

e podejscie w przestrzeniach Besowa (bez
wag): Xu, Zajaczkowski i Zedrzynska.

e w teorii prawdopodobienstwa (ujecie na roz-
maitosciach, fraktalach, w przestrzeniach
metrycznych): P. Ausher, T. Culhon, X.T.
Duong, S. Hofman, A. Sikora, N. Dungey;,
A. Grigor'van, J. Hu, K.-S. Lau, E.-M.
Ouhabaz, A. Raich.

e w przestrzeniach Orlicza:  Yu. V.
Kozachenko and K. J. Veresh (z warunk-
iem poczatkowym w przestrzeni Orlicza,
rozwiazanie w postaci szeregu).
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6 Przedluzenie splotowe (prace wspdlne z
Rajem Narayanem Dhara)

Metoda klasyczna: Rozwazamy regu-

laryzacje poprzez operator splotu: ¢ €
CRR™), r1¢ =1, suppg C Q' i definiujemy

iz, €)= (u*d)(z), z€Q,e€(0,1).

Obserwacja: gdy € — 0 mamy:
u(x,e) — u(x).
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Twierdzenie 5 Zatozmy ze UV jest funkcjg
Orlicza, ) jest obszarem z brzegiem klasy
C%, p(z) = 7 (dist (z,09Q)), w(z,y) = 7(|x —
y|) = 7(dist(z,y)), T jest cigglg, monoton-
wczng funkcjq spetniajacq

Warunek C: zachodzi i) lub i) dla malych
arqgumentow:

i) 7 jest niemalejgce, spetnia warunek As
oraz st (s) < F -7(s) gdzie <1,

ii) 7 jest mierosngca, spetna warunek Au,
2

ten. T(3s) < C7(s), ze stalg C niezaleing
od s.

Niech u : 00 — R bedzie Lipschitzowska.
Wowczas istnieje funkcja Lipschitzowska
u: Q) — R taka Ze @ = u na 09 oraz dla
kazdego A > 0 mamy
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Jo W (\u”()\xﬂ) 7(dist(z, 092)) dz <
Joo ¥ ( U M) do (),

Vau(z

) (dist(x, 00)) dx <

RIRS
¥ (3 ) =t ooty

W szczegolnosct

allsso < lullpvony. (10
IVl < lulyrogg. (1)
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Przyklad 6
Przyktady dopuszczalnych funkcji:

I.7=1;
2.7(t) =t -1l <a<n-—1;

3. 7(t) = O‘(ln(2+i))ﬁ, -1 < a<n-—
1,8 >0;

4. 7(t) = (log( D) a > 0;
5.1(t)=1—e* a<0, n>2
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e Dla 7 = 1 odtwarzamy twierdzenie Lacroix
o przedluzaniu w ujeciu bez wag zachodzace
dla dowolnej funkcji Orlicza W.

e Twierdzenie bylo znane wczesniej dla
wag potegowych (Kufner, Nekvinda, Pick,
Mitrei, Taylor), czesciowe wyniki znane
wezesniej:  Vasarin (1957), Kudryaveev
(1959), Lizorkin (1960), Uspenski (1960),
Necas (1962), Portnov (1964).

e wagi sa niezalezne od W.

Problem otwarty: Twierdzenia o za-
nurzaniu w ujeciu z wagaini.
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7 Problem interpretacji warunkéw brze-
gowych

Rozwazmy dla uproszczenia przestrzenie X =

W1/22(0) and Y = W2(€).

Definicja 4 (operator przedluzania)
Niech €2 € R" bedzie obszarem z brzegiem Lip-
schitzowskim oraz p € Li .(Q) N By() (waga
typu By-pomijamy definicje). Operator liniowy
clagty:

Ext Wi/[%Q((?Q) — Wpl’z(Q)

nazwiemy operatorem przedtuzania jesli Eaxt
przedtuza kazda funkcje Lipschitzowska zadana
na ) do funkcji Lipschitzowskiej zadanej na

€.
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Twierdzenie 6
Zalozmy ze €2 C  R"™ jest ograniczonym
obszarem z brzegiem klasy C%', p(z) =
T (dist (z,09Q)) € LY(Q) N By(Q), w(z,y) =
T(|lx — y|) oraz 7 : (0,00) — R, spelnia
Warunek C.

Wéwczlas istnieje operator przediuzania

Ext Wji(@ﬂ) — W)*(Q), co wigcej, mamy

|l r20) < Csllull 20

lallyr2i) < Csllull b2 (m)-
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Interpretacja warunku brzegowego

Definicja 5
1
Niech u € W;*(Q),g € Wf;(@ﬂ) i spetnione

beda zalozenia Twierdzenia 6. Powiemy ze
u = g on 0f) jesli

u— Ext(g) € Wpl()Q(Q)

Pytanie: Czy powyzsza definicja jest

niezalezna od wyboru operatora przediuzania
1

Eaxt ji(@ﬂ) — W)2(Q)? Zalézmy ze

1

Exty, Exty jz(ﬁﬁ) — W)*(Q) to dane

dwa operatory przediuzania.

Vi ={ue Wp1’2(Q) u— Fxatig € Wpl”OQ(Q)},

Yy = {ue W[}’Q(Q) cu — Eatyg € Wg;g(ﬁ)},

Pytamy czy Y7 = Ys, rownowaznie czy

Exty — Exts € W;’OZ(Q)?
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Twierdzenie 7 (R.N. Dhara, A.K.)
Zatozmy ze €2 C R"™ jest ograniczonym ob-
szarem z brzegiem klasy C™,

plr) = 7(dist(z,09)) € By(Q) N LYQ),
w(z,y) =T7(lz—y|) i7:(0,00) = R, spelnia
Warunek C.

Wowczas istnieje operator
1
Ext : Wji(@ﬁ) — W)2(Q). Co wigcej, jesli

1
Exty : 52(89) — WP(Q) jest innym op-
eratorem przedtuzania, wowczas

u—FExt(g) € Wplg(Q) S u—Fxti(g) € Wpl()Q(Q)

W szczegolnosci interpretacja warunku brze-

gowego u = g on OS) jest niezalezna
od wyboru operatora przedtuzania pomaiedzy
12

przestrzeniami W21 (0Q) i W 12(9).

40



References

1]

[4]

[5]

6]

R. N. DHARA, A. KALAMAJSKA, On one extension the-
orem dealing with weighted Orlicz-Slobodetskii space. Anal-
ysis on cube, Mathematical Inequalities & Applications,

18(1) (2015), 61-89.

R. N. DHARA, A. KALAMAJSKA, On one extension the-
orem dealing with weighted Orlicz-Slobodetskii space. Anal-
ysis on Lipschitz subgraph and Lipschitz domain,
http://www.mimuw.edu.pl/badania/preprinty /preprinty-
imat/?LANG=en

R. N. DHARA, A. KALAMAJSKA, On proper formulation
of boundary condition for degenerated PDFEs when trace em-
bedding theorems are missing, preprint.

A. KALAMAJSKA, M. KRBEC, Traces of Orlicz-Sobolev
functions under general growth restrictions, Math Nachr.
286 (7) (2013), 730-742.

A. KALAMAJSKA, M. KRBEC, On solutions to heat equa-
tion with the initial condition in Orlicz-Slobodetskit space,
Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 144 (2014), no. 4, 787—
807.

. KALAMAJSKA, M. KRBEC, Well posedness and reqular-
ity for heat equation with the initial condition in weighted
Orlicz-Slobodetskii space subordinated to Orlicz space like
L(LogL)® and the logarithmic weight, praca przyjeta do Re-
vista Matematica Complutense.

41



