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1 Motywacja - równania zdegenerowane

1.1 Linowe równania cza̧stkowe

Rozważmy zagadnienie
−div (ρ(x)∇u(x)) = f in Ω

u = g in ∂Ω.
(1)

Za lóżmy że
g ∈ Y

Y jest pewna̧ funkcja̧ zadana̧ na brzegu zbioru
Ω.
Za lóżmy że istnieje ograniczony operator
przed lużania:

Ext : Y → W 1,2
ρ (Ω).

Wówczas istnieje Ψg ∈ W 1,2
ρ (Ω) taka że

Ψg|∂Ω = g.

Podstawmy: v := u− Ψg, oznaczmy

W 1,2
ρ,0 (Ω) - uzupe lnienie C∞0 (Ω) w W 1,2

ρ (Ω).
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Problem jest równoważny:
Pv = f − PΨg in Ω

v = 0 on ∂Ω,
(2)

gdzie Pw = −div (ρ∇w).

• rozważmy przestrzeń Hilberta
H = W 1,2

ρ,0 (Ω),

• i niech f ∈ H∗.

Prosta obserwacja pokazuje: PΨg ∈ H∗
oraz (2) jest równoważne


Pv = F in Ω

v ∈ H,
(3)

gdzie F = f − PΨg ∈ H∗.
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Przy odpowiednich za lożeniach na do-
puszczalna̧ wagȩ ρ można wykazać ist-
nienie na przyk lad metodami twierdzenia
Laksa Milgrama. Istnieje zatem rozwia̧zanie
równania (1) a warunek brzegowy interpre-
tujemy jako u− Ψg ∈ W 1,2

ρ,0 (Ω).
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1.2 Nieliniowe równania eliptyczne zdegenerowane

Rozważmy bardziej ogólne równanie


−div (ρ(x)B(∇u(x))) = f w Ω

u = g na ∂Ω.
(4)

• równanie (4) można potraktować jako
równanie punktu krytycznego funkcjona lu
energii o postaci ogólnej

E(u) :=
∫
ΩA(∇u)ρ(x)dx

u = g na ∂Ω

gdzie B = ∇A.

• Gdy g ∈ Y , potrzebujemy operatora
przed lużania:

Ext : Y → W 1,A
ρ (Ω).

gdzie W 1,A
ρ (Ω) jest odpowiednio dobrana̧

przestrzenia̧ Orlicza-Sobolewa i dowodzimy
istnienia rozwia̧zań w przestrzeni W 1,A

ρ (Ω)
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Pytanie g lówne: Jak dobrać przestrzeń
Y ?
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2 Przestrzenie Besowa-Slobodeckiego.

Klasyczna definicja i jej rola

Przestrzenie wprowadzone zosta ly przez
Aronszajna (1955), Slobodetskiego (1958) i
Gagliardo (1957).

Definicja 1 Niech k > 0, k 6∈ N, λ = k − [k], Ω ⊆
Rn bȩdzie otwartym zbiorem. Funkcja u : Ω → R

należy do przestrzeni Slobodetskiego W k,p(Ω) jeśli u ∈
W [k],p(Ω) oraz

Nα,k,p :=
∫
Ω

∫
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|p

|x− y|n+pλ
dx dy <∞,

dla |α| = [k].

Jest to przestrzeń Banacha z norma̧

‖u‖W k,p(Ω) := ‖u‖W [k],p(Ω) +
∑

α,|α|=[k]
N

1
p
α,k,p(u).
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Przyk lad 1 Gdy Ω ⊆ Rn, k = 1 − 1
p mamy

[k] = 0, u ∈ W k,p(Ω) when u ∈ Lp(Ω) oraz

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|p+n−1
dx dy

=
∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|


p 1

|x− y|n−1
dx dy <∞.

Powyższa przestrzeń odgrywa rolȩ w
twierdzeniu o śladzie.

Gdy Ω ⊆ Rn jest obszarem o brzegu Lips-
chitzowskim:
u ∈ W 1−1

p ,p(∂Ω) gdy u ∈ Lp(∂Ω) oraz

∫
∂Ω

∫
∂Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|


p 1

|x− y|n−2
σ(dx)σ(dy) <∞

gdzie σ jest n−1-wymiarowa̧ miara̧ Hausdorffa
na ∂Ω.
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Twierdzenie 1 Jeśli Ω ⊆ Rn jest ogranic-
zonym obszarem o brzegu Lipschitzowskim,
p > 1, r = 1− 1

p wówczas mamy

i)(twierdzenie o zanurzaniu)

W 1,p(Ω) ⊆ W r,p(∂Ω), (5)

‖u|∂Ω‖W r,p(∂Ω) ≤ C‖u‖W k,p(Ω);

ii)(twierdzenie o przed lużaniu)
Dowolna funkcja u ∈ W r,p(∂Ω) może być
przed lużona do ũ ∈ W 1,p(Ω) w taki sposób
że

ũ|∂Ω = u.
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• pojȩcie (5) oznacza że gdy un ∈ C∞(Ω̄) ∩
W 1,p(Ω) oraz un → u w W 1,p(Ω) wówczas
{un} jest cia̧giem Cauchy’ego w przestrzeni
W r,p(∂Ω), zatem

uk → v w W r,p(∂Ω)

dla pewnego v. Definiujemy

Tr (u) =: v (“ = u|′′∂Ω).

Granica nie zależy od wyboru cia̧gu {um}.
• warunek ii) oznacza ũ ∈ W 1,p(Ω) and

Tr (ũ) = u.
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Uwaga 1 (podej́scie nieprawid lowe)
Niech Ω = [0, 1]n−1×(0, 1) =: Q

′×(0, 1), k = 1

i u ∈ W 1−1
p ,p(Q

′
). Nie możemy przed lużyć u

wzorem

ũ(x, t) = u(x), x ∈ Q, t ∈ (0, 1)

gdyż zwykle |∇xũ| 6∈ Lp(Ω), czyli ũ 6∈ W 1,p(Ω).
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3 Wariant w przestrzeniach Orlicza - przed-

stawienie problemu i znane wyniki

3.1 Przestrzeń Orlicza

Funkcjȩ Ψ : [0,∞) → [0,∞) nazywamy
funkcja̧ Orlicza gdy jest niemaleja̧ca, wypuk la
oraz Ψ(0) = 0 i limt→∞Ψ(t) =∞. Przestrzeń

LΨ
ρ (Ω) :=

{f ∈ L1
loc(Ω) :

∫
Ω Ψ(s|f (x)|) ρ(x)dx <∞

dla pewnego s > 0}

nazywamy przestrzenia̧ Orlicza. Jest to
przestrzeń Banacha z norma̧ Luxemburga:

‖f‖LΨ
ρ (Ω) :=

inf{λ > 0 :
∫
Ω Ψ

|f (x)|
λ

 ρ(x)dx ≤ 1}.
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• gdy Ψ(λ) = λp i p > 1, wówczas LΨ
ρ (Ω) =

Lpρ(Ω),

• piszemy: Ψ ∈ ∆2 jeśli spe lniony jest
warunek ∆2: Ψ(2λ) ≤ CΨ(λ), dla dowol-
nego λ > 0, ze sta la̧ C niezależna̧ od λ.

• stosujemy notacjȩ: Ψ ∈ ∆c
2 jeśli transfor-

mata Legendre’a funkcji Ψ, tzn. Ψ∗(s) :=
supt>0{st− Ψ(t)}, spe lnia warunek ∆2.
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3.2 Przestrzeń Orlicza-Sobolewa

Zak ladamy że:

• Ω ⊆ Rn to otwarty ograniczony podzbiór,

• Ψ : [0,∞)→ [0,∞) jest funkcja̧ Orlicza.

Definicja 2 Niech k ∈ N. Przestrzenia̧ Or-
licza W k,Ψ

ρ (Ω) zbȩdziemy nazywać zbiór lin-
iowy

{u ∈ L1
loc(Ω) :

Dαu ∈ LΨ
ρ (Ω) dla dowolnego α : |α| ≤ k},

wyposażony w normȩ:

‖u‖
W
k,Ψ
ρ (Ω)

:=
∑
|α|≤k
‖Dαu‖LΨ

ρ (Ω).
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3.3 Przestrzenie Orlicza-Slobodetskiego

Zak ladamy że:

• Ψ,Φ : [0,∞) → [0,∞) to dwie zadane
funkcje Orlicza,

• ω(|x− y|) jest zadana̧ waga̧.
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Definicja 3 Symbolem Y Ψ,Φ
ω (Ω) bȩdziemy

oznaczań przestrzeń liniowa̧ rozpiȩta̧ przez
funkcje u ∈ LΨ(Ω), dla których funkcja mod-
ularna

IΦ
ω (u,Ω) :=
∫
Ω

∫
Ω Φ

|u(x)− u(y)|
|x− y|

 ω(|x− y|)
|x− y|n−1

dxdy (6)

jest skończona.
Wyposażamy Y Ψ,Φ

ω (Ω) w normȩ

‖u‖
Y

Ψ,Φ
ω (Ω)

:= ‖u‖LΨ(Ω) + JΦ
ω (u,Ω),

gdzie

JΦ
ω (u,Ω) := inf

λ > 0 : IΦ
ω

u
λ
,Ω

 ≤ 1
 (7)

jest pó lnorma̧ Luxemburga generowana̧ przez
IΦ
ω (u,Ω).
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•Wzorem Y Ψ,Φ
ω,L (Ω) oznaczymy uzupe lnienie

zbioru

{u ∈ Lip(Ω̄) ∩ Y Ψ,Φ
ω (Ω)} (8)

w normie ‖u‖
Y

Ψ,Φ
ω (Ω)

.

• Można także zdefiniować Y Ψ,Φ
ω (∂Ω) gdzie

Ω ⊆ Rn jest zbiorem Lipschitzowskim.
Wówczas zamiast “dx′′ rozważamy miarȩ
σ(dx)- n − 1-wymiarowa̧ miarȩ Hausdorffa
zadana̧ na ∂Ω:

IΦ(u, ∂Ω) :=
∫
∂Ω

∫
∂Ω Φ

|u(x)− u(y)|
|x− y|

 ω(|x− y|)
|x− y|n−2

σ(dx)σ(dy)
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Przyk lad 2
Niech Ω ⊆ Rn bȩdzie obszarem z brzegiem Lip-
schitzowskim, ω ≡ 1, Ψ(λ) = Φ(λ) = |λ|p,
1 < p <∞. Wówczas

‖u‖Y Ψ,Φ(∂Ω) ∼

‖u‖Lp(∂Ω) +

∫∂Ω

∫
∂Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|p+n−2
dxdy


1
p

.

Jest to norma u w przestrzeni Slobodetskiego

W 1−1
p ,p(∂Ω).
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Przyk lad 3 Niech Ω ⊆ Rn bȩdzie obszarem z
brzegiem klasy C0,1 i ω bȩdzie waga̧ zadana̧ na
∂Ω×∂Ω powia̧zana̧ z 2n−2 wymiarowa̧ miara̧
Hausdorffa. Przestrzeń W 1/2,2

ω (∂Ω) sk lada siȩ z
funkcji mierzalnych zadanych na ∂Ω dla których
norma

‖u‖
W

1
2 ,2
w (∂Ω)

:=

∫
∂Ω

∫
∂Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|


2 ω(x, y)

|x− y|n−2
dσ(x)dσ(y)

+
∫
∂Ω |u(x)|2dσ(x)

jest skończona.

Notacja: gdy ω ≡ 1 pomijamy ω w oz-
naczeniach.
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3.4 Obciȩcie i rozszerzenie. Wyniki w ujȩciu
Orliczowskim

A. Fougeres (1972), M-T. Lacroix (1974), G.
Palmieri (1979):

Twierdzenie 2 Gdy Φ jest N-funkcja̧ oraz
obie funkcje Φ i Φ∗ spe lniaja̧ warunek ∆2,
wówczas:
i)(obciȩcie)

W 1,Φ(Ω) ⊆ Y Φ,Φ
L (∂Ω)

i zanurzenie jest cia̧g le;

ii) (przed lużenie) Powyższy operator
obciȩcia jest surjekcja̧.

Powstaje pytanie: Co można powiedzieć jeśli
os labimy za lożenia:

• Φ ∈ ∆2,Φ
∗ ∈ ∆2.

20



Wyniki powia̧zane z powyższym pytaniem:

• A. Cianchi (2010): rozważane sa̧ zanurzenia
postaci

W k,A(Ω) ⊆ LB(∂Ω)

gdzie k ∈ N, zawieraja̧ce funkcje Orlicza
A,B i znaleziona jest charakteryzacja do-
puszczalnych par A,B;

• A. Nekvinda, L. Pick (1992): znaleziona
jest charakteryzacja przestrzeni śladów
w przestrzeniach Sobolewa z wagami
H1,p(Ω, dεM) na zbiorze (rozmaitości) M ,
ρ(x) = dist(x, ∂Ω)α;

• M. Mitrei, M. Taylor (2006): rozważany
jest problem Poissona: ∆u − V u = F , z
przestrzenia̧ śladów w przestrzeni Besowa,
ρ(x) = dist(x, ∂Ω)α.
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4 Twierdzenie o śladzie

4.1 Dopuszczalne przestrzenie

Za lożenie A (pary Kity, pomijamy
szczegó ly) Kita w latach 90’tych ubieg lego
stulecia wprowadzi l pewne warunki wia̧ża̧ce
funkcje Orlicza Ψ,Φ na użytek nierówności typu
Steina:

Φ(t) :=
∫ t
0 a(s) ds and Ψ(t) :=

∫ t
0 b(s) ds, t ≥ 0.

gdzie a,b spe lniaja̧ pewne warunki zgodności.

22



Uwaga 2

• Zachodzi inkluzja Φ(t) ≤ C̃Ψ(C1t), za
sta lymi niezależnymi od t, w szczególności
Φ ≺ Ψ.

• Nastȩpujȩce warunki sa̧ równoważne :
a) Ψ ∈ ∆c

2

b) Φ i Ψ sa̧ równoważnymi funkcjami
Orlicza,
c) Φ ∈ ∆c

2.

Przyk lad 4 Pary: Φ(λ) = λ(2+λ)α, Ψ(λ) =
λ(2 + λ)1+α oraz Φ(λ) = λp,Ψ(λ) = λp,
spe lniaja̧ Za lożenie A.
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4.2 Twierdzenie o śladzie (ujȩcie bez wag)

Twierdzenie 3 (M. Krbec, A.K.)
Niech (Ψ,Φ) bȩdzie para̧ Kity oraz Ω bȩdzie
ograniczonym obszarem z brzegiem Lipschit-
zowskim. Wówczas dobrze zdefiniowany jest
operator śladu Tr : W 1,Ψ

L (Ω) 7→ Y Ψ,Φ
L (∂Ω)

oraz istnieje sta la D taka że dla dowolnej
funkcji u ∈ W 1,Ψ

L (Ω) mamy

‖Tru‖Y Ψ,Φ(∂Ω) ≤ D‖u‖W 1,Ψ(Ω). (9)

Pytanie otwarte: Czy powyższy operator
śladu jest surjekcja̧?
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5 Operator przed lużania

Redukcja do problemu na kostce

Niech

• Q′ = [−1/2, 1/2]n−1 ⊆ Rn−1 bȩdzie kostka̧

• u ∈ C∞0 (Q
′
).

Problem: Znaleźć przed lużenie u do ũ : Q =
Q
′ × [0, 1]→ R w taki sposób że

‖ũ‖W 1,Ψ(Q) ≤ C‖u‖Y Ψ,Φ(Q
′
).
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5.1 Przed lużenie cieplne (wyniki wspólne z
Miroslavem Krbecem)

Przedstawiamy konstrukcjȩ dla przypadku
Ω = Q = [−1/2, 1/2]n−1× (0, 1) =: Q

′× (0, 1),
przy za lożeniu u ∈ C∞0 (Q′). Niech

Ẽ(s, t) :=
1

2n−1(πt)(n−1)/2
exp(−s2/4t),

s ≥ 0, t > 0,

E(x, t) := Ẽ(|x|, t), x ∈ Rn−1, t > 0,

bȩdzie ja̧drem przewodnictwa cieplnego.
Zachodza̧ w lasności:

1. ∫
Rn−1 E(x, t) dx = 1 dla każdego t > 0,

2.

lim
t→0

∫
Rn−1 φ(x)E(x, t) dx = φ(0)

dla każdego φ ∈ C1
0(Rn−1),

3.

Et(x, t) = ∆xE(x, t).
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Definiujemy

ũ(x, t) = (e−t∆u)(x) :=
∫
Rn−1 u(y)E(x− y, t) dy = (E(·, t) ∗ u)(x) t > 0,

u(x) t = 0.

Lemat 1 Dla dowolnego u ∈ C∞0 (Q′) mamy
Tr ũ = u.

27



5.2 Oszacowania na funkcjȩ ũ

Za lożenie B:

1. R(λ) = λP (λ), gdzie P (ab) ≺ 1 + P (a) +
P (b),

2. P jest niemaleja̧ca,

3. Funkcja P (λ)
λ jest nierosna̧ca dla dużych ar-

gumentów.

Przyk lad 5

R(λ) = λ(log(2 + λ))α, α > 0

spe lnia za lożenie B.
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Twierdzenie 4 Dla dowolnej liczby λ > 0
i dowolnej funkcji wypuk lej R : [0,∞) →
[0,∞), mamy

i)

∫
QR

|ũ(x′, t)|
λ

 dx′ dt ≤ ∫
Rn−1 R

|u(x′)|
λ

 dx′.

ii)
∫
Q′

∫
(0,1)R (|∇xũ|) dxdt ≺
∫
Q′

∫
Q′R

C1|u(y)− u(x)|
|x− y|

 1

|x− y|n−3
dxdy

+
∫
Q′R (C2|u(x)|) dx,

ii) Jeśli R spe lnia Za lożenie B, wówczas
∫
Q′

∫
(0,1)R (|∂tũ(x, t)|) dxdt

� 1 +
∫
Q′

∫
Q′R

|u(y)− u(x)|
|x− y|

 1

|x− y|n−2
dxdy

+
∫
Q′R (|u(x)|) dx.
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G lówne narzȩdzie: Oszacowania punk-
towe.

Lemat 2 (oszacowania punktowe)
Niech n ≥ 2,

P (|z|, t) = E(z, t) |z|
2

4t , when z ∈ Rn−1.

Wówczas dla dowolnej funkcji u o zwartym
nośniku w Q

′
, Lipschitzowskiej i takiej że

dist(suppu, ∂Q′) ≥ ε mamy
∣∣∣∣∣∣∣
∂ũ

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Q′ P (|x− y|, t)

|u(x)− u(y)|
|x− y|

 dy
+ |u(x)|.

Podobne oszacowania zachodza̧ dla ũt.
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Wyniki powia̧zane (dla równania
przewodnictwa)

• podej́scie w przestrzeniach Besowa (bez
wag): Xu, Zaja̧czkowski i Zedrzyńska.

• w teorii prawdopodobieństwa (ujȩcie na roz-
maitościach, fraktalach, w przestrzeniach
metrycznych): P. Ausher, T. Culhon, X.T.
Duong, S. Hofman, A. Sikora, N. Dungey,
A. Grigor’yan, J. Hu, K.-S. Lau, E.-M.
Ouhabaz, A. Raich.

• w przestrzeniach Orlicza: Yu. V.
Kozachenko and K. J. Veresh (z warunk-
iem pocza̧tkowym w przestrzeni Orlicza,
rozwia̧zanie w postaci szeregu).
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6 Przed lużenie splotowe (prace wspólne z

Rajem Narayanem Dhara)

Metoda klasyczna: Rozważamy regu-
laryzacjȩ poprzez operator splotu: φ ∈
C∞0 (Rn−1),

∫
φ = 1, suppφ ⊆ Q

′
i definiujemy

ũ(x, ε) := (u ∗ φε)(x), x ∈ Q′, ε ∈ (0, 1).

Obserwacja: gdy ε→ 0 mamy:
ũ(x, ε)→ u(x).
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Twierdzenie 5 Za lóżmy że Ψ jest funkcja̧
Orlicza, Ω jest obszarem z brzegiem klasy
C0,1, ρ(x) = τ (dist (x, ∂Ω)), ω(x, y) = τ (|x−
y|) = τ (dist(x, y)), τ jest cia̧g la̧, monoton-
iczna̧ funkcja̧ spe lniaja̧ca̧
Warunek C: zachodzi i) lub ii) dla ma lych
argumentów:

i) τ jest niemaleja̧ce, spe lnia warunek ∆2

oraz sτ
′
(s) ≤ F · τ (s) gdzie F

n−1 < 1;

ii) τ jest nierosna̧ca, spe lna warunek ∆1
2
,

tzn. τ (1
2s) < Cτ (s), ze sta la̧ C niezależna̧

od s.

Niech u : ∂Ω → R bȩdzie Lipschitzowska.
Wówczas istnieje funkcja Lipschitzowska
ũ : Ω̄ → R taka że ũ = u na ∂Ω oraz dla
każdego λ > 0 mamy
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∫
Ω Ψ

|ũ(x)|
λ

 τ (dist(x, ∂Ω)) dx ≺

∫
∂Ω Ψ

|u(x)|
λ

 dσ(x),

∫
Ω Ψ

|∇ũ(x)|
λ

 τ (dist(x, ∂Ω)) dx ≺

∫
∂Ω

∫
∂Ω Ψ

B
λ

|u(x)− u(y)|
|x− y|

 τ (|x− y|)
|x− y|n−2

dσ(x)dσ(y)

+
∫
∂Ω Ψ

D
λ
|u(x)|

 dσ(x),

W szczególności

‖ũ‖LΨ
ρ (Ω) ≺ ‖u‖LΨ(∂Ω), (10)

‖∇ũ‖LΨ
ρ (Ω) ≺ ‖u‖Y Ψ,Ψ

ω (∂Ω)
. (11)
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Przyk lad 6
Przyk lady dopuszczalnych funkcji:

1. τ ≡ 1;

2. τ (t) = tα, −1 < α < n− 1;

3. τ (t) = tα
(
ln

(
2 + 1

t

))β
, −1 < α < n −

1, β > 0;

4. τ (t) = (log(2 + 1
t))
−α, α > 0;

5. τ (t) = 1− eαt, α < 0, n > 2.
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• Dla τ ≡ 1 odtwarzamy twierdzenie Lacroix
o przed lużaniu w ujȩciu bez wag zachodza̧ce
dla dowolnej funkcji Orlicza Ψ.

• Twierdzenie by lo znane wcześniej dla
wag potȩgowych (Kufner, Nekvinda, Pick,
Mitrei, Taylor), czȩściowe wyniki znane
wcześniej: Vasarin (1957), Kudryavcev
(1959), Lizorkin (1960), Uspenski (1960),
Nečas (1962), Portnov (1964).

• wagi sa̧ niezależne od Ψ.

Problem otwarty: Twierdzenia o za-
nurzaniu w ujȩciu z wagami.
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7 Problem interpretacji warunków brze-

gowych

Rozważmy dla uproszczenia przestrzenie X =
W 1/2,2

ω (∂Ω) and Y = W 1,2
ρ (Ω).

Definicja 4 (operator przed lużania)
Niech Ω ∈ Rn bȩdzie obszarem z brzegiem Lip-
schitzowskim oraz ρ ∈ L1

loc(Ω) ∩ B2(Ω) (waga
typu B2-pomijamy definicjȩ). Operator liniowy
cia̧g ly:

Ext : W
1/2,2
ω,L (∂Ω)→ W 1,2

ρ (Ω)

nazwiemy operatorem przed lużania jeśli Ext
przed luża każda̧ funkcjȩ Lipschitzowska̧ zadana̧
na ∂Ω do funkcji Lipschitzowskiej zadanej na
Ω̄.
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Twierdzenie 6
Za lóżmy że Ω ⊆ Rn jest ograniczonym
obszarem z brzegiem klasy C0,1, ρ(x) =
τ (dist (x, ∂Ω)) ∈ L1(Ω) ∩ B2(Ω), ω(x, y) =
τ (|x − y|) oraz τ : (0,∞) → R+ spe lnia
Warunek C.

Wówczas istnieje operator przed lużania

Ext : W
1
2 ,2
ω,L(∂Ω)→ W 1,2

ρ (Ω), co wiȩcej, mamy

‖ũ‖L2
ρ(Ω) ≤ C3‖u‖L2(∂Ω),

‖ũ‖
W

1,2
ρ (Ω)

≤ C5‖u‖
W

1
2 ,2
ω (∂Ω)

.
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Interpretacja warunku brzegowego

Definicja 5

Niech u ∈ W 1,2
ρ (Ω), g ∈ W

1
2 ,2
ω,L(∂Ω) i spe lnione

bȩda̧ za lożenia Twierdzenia 6. Powiemy że
u = g on ∂Ω jeśli

u− Ext(g) ∈ W 1,2
ρ,0 (Ω).

Pytanie: Czy powyższa definicja jest
niezależna od wyboru operatora przed lużania

Ext : W
1
2 ,2
ω,L(∂Ω) → W 1,2

ρ (Ω)? Za lóżmy że

Ext1, Ext2 : W
1
2 ,2
ω,L(∂Ω) → W 1,2

ρ (Ω) to dane
dwa operatory przed lużania.

Y1 :=
{
u ∈ W 1,2

ρ (Ω) : u− Ext1g ∈ W 1,2
ρ,0 (Ω)

}
,

Y2 :=
{
u ∈ W 1,2

ρ (Ω) : u− Ext2g ∈ W 1,2
ρ,0 (Ω)

}
,

Pytamy czy Y1 = Y2, równoważnie czy
Ext1 − Ext2 ∈ W 1,2

ρ,0 (Ω)?
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Twierdzenie 7 (R.N. Dhara, A.K.)
Za lóżmy że Ω ⊆ Rn jest ograniczonym ob-
szarem z brzegiem klasy C0,1,
ρ(x) = τ (dist (x, ∂Ω)) ∈ B2(Ω) ∩ L1(Ω),
ω(x, y) = τ (|x−y|) i τ : (0,∞)→ R+ spe lnia
Warunek C.
Wówczas istnieje operator

Ext : W
1
2 ,2
ω,L(∂Ω) → W 1,2

ρ (Ω). Co wiȩcej, jeśli

Ext1 : W
1
2 ,2
ω,L(∂Ω) → W 1,p

ρ (Ω) jest innym op-
eratorem przed lużania, wówczas

u−Ext(g) ∈ W 1,2
ρ,0 (Ω)⇔ u−Ext1(g) ∈ W 1,2

ρ,0 (Ω).

W szczególności interpretacja warunku brze-
gowego u = g on ∂Ω jest niezależna
od wyboru operatora przed lużania pomiȩdzy

przestrzeniami W
1
2 ,2
ω,L(∂Ω) i W 1,2

ρ (Ω).
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